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Ein Phosphormodell auf quantenmedhanischer Grundlage

VI. Strahlungslose Exzitonenvernichtung

Von Hararp Stumpr

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 14 a, $59—678 [1959] ; eingegangen am 25. Marz 1959)

Die in I—V entwickelten Methoden werden auf ein spezielles Beispiel angewendet: Die strahlungs-
lose Rekombination eines Elektron —Loch-Paares an einem Loschzentrum. Der Rekombinationsmecha-
nismus besteht aus dem schon friither beschriebenen Doppelten Franck—Coxpox-Prozefi (§ 44). Da
mehrere Ubergangsmoglichkeiten bei diesem Prozefl miteinander in Konkurrenz treten, miissen die
reaktionskinetischen Gleichungen dieses Prozesses benutzt werden. Sie werden gegeniiber I verein-
facht (§45), und die in ihnen auftretenden differentiellen Ubergangswahrscheinlichkeiten, welche
aus V stammen, diskutiert (§ 46). Danach wird der Ubergang zu den reaktionskinetischen Gleichun-
gen der mittleren Elektronenbesetzungszahlen und der zugeordneten mittleren Schallquantenzahlen
vollzogen (§ 47). Das System dieser Gleichungen wird integriert (§ 48) und aus der Losung die
mittlere Lebensdauer des Exzitons gegeniiber strahlungsloser Vernichtung am Loschzentrum abge-
leitet. Die Variation der Temperatur wird in die Losung aufgenommen (§ 49) und die bisher noch
nicht behandelte Elektronenpolarisation in die Theorie, und damit die Losung eingefiihrt (§ 50). Die
Lésung wird vom ionisierten Fall des Exzitons, d. h. von einem unabhingigen Elektron—Loch-Paar,
auf die Bindungszustinde n=1, 2, ... ausgedehnt (§ 51). Es folgen numerische Werte fiir typische
Beispiele: NaCl, KCI, SrS und MgO mit verschiedenartigen Storungen als Loschzentren, und eine
Tabelle der in I—VI abgeleiteten Formeln (§ 52). SchlieBlich wird noch die Form der Gleichungen
im Mehrzentrenfall diskutiert, und auf den Unterschied des F-Zentrums und Loschzentrums hingewie-
sen (§§ 53, 54). Im Anhang folgt die ausfiihrliche mathematische Ableitung der Quantenzahldarstel-
lung aus den allgemeinen reaktionskinetischen Gleichungen.

mit der Reaktionskinetik nach I mathematisch be-
schrieben. Physikalisch wird dabei ein ensemble
vorausgesetzt, d. h. eine grofle Anzahl unabhéngiger
Systeme von gleicher Beschaffenheit und gleichen

§ 44. Strahlungslose Ubergiinge

Mit den in II und III entwickelten Methoden
wurde in V der Einfang und die Ionisation eines

Elektrons am Loschzentrum untersucht®. Wir konn-
ten dabei zeigen, daf} sich der grofte Teil aller Pro-
zesse zwischen dem Grundzustand des Zentrums und
dem Leitungs- bzw. Valenzband abspielen muf, und
zwar durch thermische Ubergiinge, bei denen die
Gesamtenergie des Kristalls unverindert bleibt. Op-
tische Uberginge zwischen diesen Niveaus sind direkt
verboten, und zwischen anderen Niveaus weit weni-
ger wahrscheinlich, so daf} sie im Vergleich mit den
thermischen Ubergiingen vernachléssigt werden kon-
nenZ2, Fir die wichtigsten thermischen Uberginge
wurden in V die Ubergangswahrscheinlichkeiten an-
gegeben. Um jedoch ihre Wirkungen zu verfolgen,
geniigt es nicht, die angegebenen Formeln numerisch
explizit auszuwerten. Da mehrere Uberginge mog-
lich sind, kommt erst durch die Konkurrenz samt-
licher untereinander das beobachtbare Ergebnis zu-
stande.

Eine solche Konkurrenz mehrerer Prozesse wird

1 1. H.Srumer, Z. Naturforschg. 12 a, 153 [1957],
II. H. Srtumer, Z. Naturforschg. 12 a, 465 [1957],
III. H. Stumer, Z. Naturforschg. 13 a, 171 [1958],
IV. H. Stuwmer, Z. Naturforschg. 13 a, 621 [1958],
V. H.Srumer, Z. Naturforschg. 14 a, 403 [1959].

Ausgangszustianden, dessen summarisches Verhalten
eben durch die in I abgeleitete Kinetik wiedergege-
ben wird. Die Wahl des unabhangigen Einzelsystems
bestimmt nun die Reaktionskinetik wesentlich. In 11
hatten wir einen Kristallwiirfel, den Mikroblock, ein-
gefiihrt, in dessen Mittelpunkt sich genau eine Stor-
stelle befindet, und nach V uns aus einer periodischen
Wiederholung dieser Mikroblocke den Kristall auf-
gebaut gedacht. Damit ist zugleich das ensemble de-
finiert. Wegen der periodischen Anordnung der Mi-
kroblocke sind direkte Wechselwirkungen zwischen
ihnen ausgeschlossen, und der Mikroblock bildet da-
her das unabhingige Einzelsystem des ensembles.
Die Voraussetzung gleichverteilter und unabhéngiger
Storstellen im Kristall ergibt den einfachsten Fall,
der zunichst untersucht werden soll. Auf die Ein-
beziehung von Storstellenwechselwirkungen und de-
ren Konsequenzen fiir die Reaktionskinetik gehen
wir am Schluf} der Untersuchung ein.

® Tnnere Anregungen des Zentrums, wie z.B. die s-p-Uber-
ginge eines F-Zentren-Elektrons werden hier nicht betrach-
tet!
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Nach II und V stellen wir uns als Léschzentrum
eine Anionenliicke vor. lhre periodische Wiederho-
lung im Mikroblock-ensemble liefert einen Kristall
mit einer periodischen Anordnung von Anionen-
liicken, wobei die Konzentration durch die Grofe des
Mikroblocks festgelegt wird. Nach Definition enthalt
der Kristall also keinerlei andere Storstellen als An-
ionenliicken. Hier sieht man die Grenzen der Unter-
suchung: Bei jedem Realphosphor entstehen bei der
Erzeugung unbesetzter Anionenliicken zufolge der
Neutralitatsbedingung automatisch entgegengesetzt
geladene andere Storstellen (s. z. B. den in II an-
gegebenen Einbauprozel von Cu!). Thre Wirkung
wird hier nicht berticksichtigt. Wir studieren hier mit
der Reaktionskinetik nur die Prozesse an einem ein-
zelnen unabhingigen Zentrum. Insbesondere also,
ob die dem Zentrum von vornherein zugedachte
Funktion erfullt wird oder nicht. Dies wird die Rech-
nung der folgenden Paragraphen entscheiden. Aus
Griinden der Anschaulichkeit nehmen wir aber das
Ergebnis voraus: Das von uns gegebene Modell eines
Léschzentrums bewirkt bei gewissen lonenkristallen
die strahlungslose Rekombination eines Elektrons
vom Leitungsband in den Grundzustand des Kri-
stalls. Da es sich urspriinglich um einen Mikroblock
mit einer leeren Anionenliicke, einem vollbesetzten
Valenzband und einem leeren Leitungsband handeln
soll, der durch optische Anregung eines Elektrons
ins Leitungsband in den fiir uns interessanten Aus-
gangszustand versetzt wird, so steht wegen der Art
der Anregung und der Periodizitatsbedingung neben
dem Elektron auch immer ein Defektelektron zur
Verfiigung, und wir konnen unser Zentrum auch als
strahlungslosen Exzitonenvernichter bezeichnen.

Wir verwenden dabei den Begriff des Exzitons
auch fiir den ionisierten Elektron-Defektelektron-
Zustand. Die Rechnung ist sowohl fiir den gebunde-
nen als auch fiir den ionisierten Zustand durchfiihr-
bar. Wegen des stets gleichzeitig mit dem Elektron
vorhandenen Defektelektrons muf} die Exzitonenver-
nichtung exakt monomolekulare Reaktionsgleichun-
gen liefern. Bimolekulare Gleichungen koénnen nur
entstehen, wenn das Defektelektron an einer anderen
Stelle angelagert werden konnte, was in unserem
einfachen Modell nicht zugelassen ist.

Aus energetischen Griinden kann die strahlungs-
lose Rekombination nur als Doppelter Fraxck—
Coxpon-Prozef stattfinden. Das bemerkenswerte an
diesem ProzeB ist, daB er iiber Nichtgleichgewichts-
zustinde von Gitterschwingungen ablauft. In die
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Kinetik der konkurrierenden Uberginge muf} dem-
nach auch die Dissipation der angeregten Gitter-
schwingungen aufgenommen werden. und die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten miissen selbst davon ab-
hiangen. Wir verwenden dazu die Rechnungen aus
IV, in denen Relaxationszeiten fiir angeregte Stor-
schwingungen angegeben wurden.

Der Doppelte Franck—Coxpon-Prozel wurde frii-
her schon ausfiihrlich beschrieben3. Ein Elektron
(bzw. Exziton) geht aus dem Leitungsband in den
s-artigen Grundzustand des Zentrums strahlungslos
tiber, wobei infolge elektrischer Wechselwirkung eine
Gitterdeformation hervorgerufen wird, die sich dy-
namisch in einer Anregung von Gitterschwingungen
auswirkt. Nach dieser ersten Phase bleibt das Elek-
tron aber nur kurze Zeit in der Storstelle und geht
dann in das Valenzband iiber. Wahrend der Verweil-
zeit sind die Gitterschwingungen noch nicht abge-
klungen, und die mit der Riickkehr erneut verbun-
dene Gitterdeformation bzw. Gitterschwingungsanre-
gung tberlagert sich der noch nicht abgeklungenen
Anregung vom ersten Sprung. Genau dies ermoglicht
die strahlungslose Rekombination des Storstellen-
elektrons mit einem Loch im Valenzband. Weitere
Einzelheiten sind nicht notwendig, denn die jetzt fol-
gende Theorie stellt ja die strenge quantenmechani-
sche Behandlung der damals gegebenen Hypothese
dar. Der Wert der Rekombinationswahrscheinlich-
keit, seine Abhidngigkeit von den Energieverhaltnis-
sen des Kristalls, der Storstellenkonzentration, der
Temperatur usw. wird deduktiv gefolgert.

In der numerischen Auswertung bringen wir zwei
ungiinstige Beispiele, NaCl und KCI, und zwei giin-
stige, MgO und SrS. Bei den ersten beiden Kristal-
len ist die Bandliicke derart grof}, daf} man keinen
nennenswerten Rekombinationseffekt erwarten kann,
was auch dem Experiment entspricht. Bei MgO und
SrS wirken die Liicken vollstindig im postulierten
Sinne. Zum Vergleich bauen wir aber in MgO und
SrS auch Fremdionen durch blofie Beriicksichtigung
der UberschuBladung ein (d.h. unter Vernachlis-
sigung der inneren Elektronen), um eine naherungs-
weise Auskunft auf die Frage zu erhalten, ob Fremd-
ionen als Killer wirken konnen.

Mit der vorliegenden Untersuchung konnen wir
fiir ein seit vielen Jahren diskutiertes Problem erst-
mals eine quantitativ begriindete Losung vorlegen.
Jedoch ist damit nur ein erster Schritt getan. In wei-
teren Untersuchungen miissen mehrere Zentren in

3 H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955].
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reaktionskinetischer Konkurrenz beschrieben werden,
womit man endgiiltig zum experimentell priifbaren
Verhalten eines Phosphors aus ersten Prinzipien ge-
langt.

§ 45. Reaktionskinetische Gleichungen

Die Kinetik der Ubergéinge wird durch die zeit-
abhiingige Anderung der Besetzungswahrscheinlich-
keiten von Quantenzustinden beschrieben. Seien
P, (¢) diese Besetzungswahrscheinlichkeiten fiir ein
mit dem Index k einfach durchindiziertes Spektrum,
so ergibt sich unmittelbar aus der zeitabhingigen
ScHrODINGER-Gleichung nach einer Phasenmittlung
iber samtliche ensemble-Mitglieder die Beziehung

Pi(t) = D Wyi(2) P;(0), (1)
i

wobei die rechte Seite die Ausgangsbesetzung zur
Zeit t=0 enthélt. Diese integrale Beziehung muf}
jedoch aus Griinden, die in I, § 2, angegeben wur-
den, in ein System von Differentialgleichungen iber-
gefiihrt werden. Um dies durchzufithren, hatten wir
uns in I dem Vorgehen von Becker angeschlossen .
Eine genauere Priifung zeigt jedoch, da} diese Ab-
leitung falsch ist, und die Differentialgleichungen
eine wesentlich einfachere Form annehmen. Mit den
in IIT angewandten Betrachtungen ist es leicht, die
korrekte Ableitung zu geben. Dazu verwenden wir

aus III die Formeln (66) und (44)
3 Wii(e) =1 @)
%

sowie
(3)

wobei W7, das nullte Glied einer TayLor-Entwicklung
von Wp;(t) nach ¢ darstellt. Setzt man diese TayLor-
Entwicklung in (1) ein, und subtrahiert auf beiden
Seiten P;,(0), so erhalt man

i
(4)

0 _§,.
W=,

Beim Grenziibergang ¢t — O entsteht dabei

dpk/dt= ZW];P]', (5)
i

wenn man Formel (3) beachtet. Die eben fir t=0
gegebene Ableitung 1Bt sich dann auf beliebige Zei-

4 R.Becker, Theorie der Wirme, Springer-Verlag, Berlin
1955, Kap. III.
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ten ausdehnen, so dal man in (5) ein Differential-
gleichungssystem besitzt, welches die Veranderung
der Besetzungswahrscheinlichkeiten zufolge einer Sto-
rung beschreibt. Die W}, sind die differentiellen
Ubergangswahrscheinlichkeiten, die in den voran-
gehenden Teilen fiir spezielle Prozesse bestimmt
wurden. Man sieht, daf} die Gln. (5) eine erheblich
einfachere Form als die Beckerschen bzw. die Glei-
chungen in I, (7), (36) und III, (45) besitzen. Die
iibrigen Uberlegungen werden durch die neue Form
der Gleichungen nicht beriihrt, und konnen einfach
auf (5) tUbertragen werden.

Wie schon in I betont, miissen die Gln. (5) noch
vereinfacht werden, indem sie durch Mittelwertsbil-
dungen usw. auf anschauliche Groflen reduziert wer-
den. Diese sind durch die mittleren Elektronenbeset-
zungszahlen und die mittleren Oszillatorenquanten-
zahlen gegeben. Auflerdem erreicht man mit diesen
Umformungen den Anschluf} an die phdnomenologi-
sche Theorie, wie sie zusammengefalit z. B. von
Scuon dargestellt wurde . Wie ebenfalls schon be-
merkt wurde, stellen aber die phidnomenologischen
Gleichungen nur einen sehr spezialisierten Fall unse-
rer allgemeinen Reaktionskinetik dar. Die theoreti-
sche Ableitung der Reaktionskinetik aus ersten quan-
tenmechanischen Prinzipien beansprucht daher ein
prinzipielles Interesse, und wir werden sie fiir das
Léschzentrum explizit vornehmen.

Auch dabei kénnen wir gegeniiber der allgemei-
nen in I gegebenen Methode noch eine Verbesserung
anbringen. Sie betrifft die Definition der Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten. Allgemein wird der zeitabhin-
gige Zustand in der adiabatischen Naherung durch
die Wellenfunktion

¥=> Cun(t) wu(z, Xx) @) (Xx) (6)

beschrieben, wobei n den Elektronenzustand und m
die zugeordneten Gitterschwingungszustinde charak-
terisiere. Zufolge der Normierungsbedingung gilt
fur alle ¢
Z C:m (t) Cnm(t) =1. (7)
n,m
Setzen wir nun fiir C,,, () die Zerlegung A4, (¢) By, (t)
ein, wobei 4,(t) die Besetzungsamplitude des Elek-
tronenzustands sei, und Bj,(¢) die Besetzungsampli-
tuden der zugehorigen Gitterzustiande, so konnen wir

5 M. Scuén, Ref. 7, Halbleiterprobleme IV, Vieweg u. Sohn,
Braunschweig 1958.
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fir den Fall. dal der n-te Elektronenzustand mit Si-
cherheit angenommen wird. schlielen, daf}

2 By (0) B(0) =1 (8)
gelten mul}. Da der allgemeinste Fall einer Wellen-
funktion durch Superposition der Elektronenzustinde
gebildet wird. was auf

DAy () A, (1) =1 (9)

fihrt. so ergibt die Kombination von (8) und (9)
gerade wieder (7). d. h. die Zerlegung fiihrt auf kei-
nen Widerspruch. Damit konnen wir nun aber die
hier (zunichst) zweifach indizierte Besetzungswahr-
scheinlichkeit P,,, (¢) zerlegen in

an(l) = C.:. Cnnz = A:z An Bn‘ B — pu(t) P;Z (t)

nam m m

(10)
(11)

i PNAUEDR-ACESE
Diese Zerlegung wird die Umwandlung der Gln. (5)
in die Quantenzahlendarstellung erheblich erleich-

tern.
§ 46. Auswahlregeln

Von den Gln. (5) gehen wir nun zur Quanten-
zahlendarstellung, und damit zur eigentlich physika-
iisch sinnvollen Reaktionskinetik tiber. Da aber in
der Quantenzahlendarstellung Summationen und
Mittelwertsbildungen iiber die Ubergangswahrschein-
lichkeiten auftreten, ist es notwendig zur einfacheren
Darstellung dieser Summen die Auswahlregeln zu
studieren. Dazu geben wir zuerst die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten nach V an. Nach V, (52), (65) wird
Wasisnpie = f(X) doas—yy) »
Wimagts = F(X) doqr—y,) .
Wayivnsis =F(Y) 60(1"—1/1) ’

(12)

wobei wir sogleich in der Besetzungszahlendarstel-
lung indiziert haben. Diese hat nur fiir den Fall
eines Mehrelektronensystems wirkliche Bedeutung,
wo eine Anzahl von Elektronen auf eine davon ver-
schiedene Zahl von Einelektronenfunktionen verteilt
werden muB. Fiir den Einelektronenfall ist sie trivial,
da stets nur ein einziges n;j =1 wird, und alle andern
n; gleich Null sein miissen. Trotzdem haben wir um-
indiziert, um den Anschluf} an die allgemeinen reak-
tionskinetischen Betrachtungen in I zu behalten. Der
Einfachheit halber wurden allerdings die jeweils ver-
schwindenden n; weggelassen, so daf} als Index allein

H. STUMPF

das jeweilige n;j=1 erscheint. Im néichsten Paragra-
phen folgen weitere Erlauterungen.
Die Funktionen f(X). F(X) bzw. F(Y) werden
definiert durch
1-1

f(X)=2C [h(l+ "‘Zg’g X'3>J . (13)

F(X) =v2C [k (2 + 2 Xz)]” (14)
mit B — B =how[d+z—-B+1]=hoX (15)

und 4 >0 nach V. (36), unter Benutzung von (42),
sowie

El"v—E;'s =ho[B+x—B+lN]=hoY (16)

mit B<0 nach V, (57), unter Benutzung von (42).
Aus 111, § 24, (69) bzw. V, (46), folgt ferner

WnLanLlL == Z I/anslSnLlL (17)
B

und die analogen Formeln fir

Wnslsnsls und anlv nylV .

Die Beziehungen (17) bewirken die Erhaltung der
Wahrscheinlichkeit. Sie besagen: Was aus einem
Niveau an Wahrscheinlichkeit abflieBt, tritt in einem
andern Niveau als neue Wahrscheinlichkeit wieder
auf. Dabei wurden, wie schon in V, nur jene Uber-
ginge mitgefiihrt, die eine wesentliche Ubergangs-
wahrscheinlichkeit aufweisen. Streng miifiten also in
(17) Ubergangswahrscheinlichkeiten in sidmtliche
Niveaus auftreten. Jedoch sind diese gegeniiber der
GroBe der angeschriebenen Summe vernachldssigbar.

Die Form der Ubergangswahrscheinlichkeiten (12)
hat nun eine ganz erhebliche Reduktion der tatsach-
lich stattfindenden Uberginge zur Folge. Zum Bei-
spiel ist von einer Ausgangskonfiguration ny {* nach
(12) nur ein einziger Ubergang zugelassen. Dies
hidngt mit dem Franck—Conpon-Anteil zusammen.
0g@s—y, ist nur von Null verschieden und gleich 1.
wenn

By, =z4+L4+2(xl)" (18)
ist.

Die nichste Auswahlregel lautet: o, ist nur
gleich 1. wenn

LF=y,=z+15-2(xI5)": (19)

ist. Siehe V, (40), (41), wobei gegeniiber diesen
Formeln die Rollen von I3 und " vertauscht sind.
(18) und (19) sind also zwei reziproke Beziehun-
gen, wobei die eine durch Umkehrung der andern
entsteht. Sie besagen, daBl in jeder Richtung nur ein
Ubergang moglich ist, der dieselbe Beziehung zwi-
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schen Ausgangswert und Endwert bewirkt. Analoge
Regeln lassen sich fiir die [5— 1V und die I¥— 5
Ubergiinge angeben.

Die mit (12) verkniipften Auswahlregeln waren
zur Ableitung der Quantenzahlendarstellung aufer-
ordentlich einfach, jedoch sind sie physikalisch nicht
ausreichend. Bei der Anregung von Elektronen im
Festkorper ergeben sich namlich Bandenspektren.
Die bekannteste Bande ist die Absorptionsbande des
F-Zentrums. Sie wird dadurch verursacht, daB bei
einem Elektroneniibergang die Zahl der aufgenom-
menen Gitterquanten streut. Das gleiche tritt bei
einem strahlungslosen Ubergang auf. Wir miissen
also die Streuung der Oszillatoreniiberginge mit ein-
beziehen. Thre Vernachldssigung wiirde zu einer sehr
scharfen Resonanzkurve der Rekombinationswahr-
scheinlichkeit bei Energieerhaltung fithren. die dem
tatsichlichen Befund widerspricht.

Wie in V, § 41, gehen wir auch hier weitgehend
heuristisch vor. Wir ndhern die exakten Franck—
Conpon-Integrale bzw. deren Quadratwerte durch
einfache Funktionen an. Nahezu exakt erhdlt man
nach Wacner ® die Streuung von [5 bei einem Uber-
gang von ny, [" nach ng I° durch die Formel
Fius ~ (27 0?) exp 2102 (B—y)’=g(o,5—y,),

(20)
wenn [* sehr kleine Werte aufweist. Der Streupara-
meter ¢ hat dabei den Wert
1 ]ﬂ‘))‘lz

oma (L

2 ko (21)

Fiir Uberginge von dem angeregten Zustand ngl®
nach np, " bzw. ny (¥ nehmen wir naherungsweise
die doppelte Streuung 2 ¢ an. Die Franck—Conpox-
Integrale werden dann ganz analog zu V, (43), (44)
gebildet, indem an Stelle der d-Funktionen die nor-
mierten Gauss-Kurven (22) mit den entsprechenden
Streuparametern ¢ bzw. 2 ¢ eingesetzt werden. Fihrt
man dies alles analog zu V aus, so entsteht

WnslsnLlL =f(X) g(oa B’ yl) ’
WnLanslS=F(X) 8(2 g, lL‘y2)5
Wm—l"nsls=F(Y) 8(2 o, lv-yl)'

(22)

Auch hier weisen die Ubergéinge von I* nach I5=y,
usw. maximale Wahrscheinlichkeit auf. Jedoch sind
sie nicht wie in (12) die einzig moglichen, sondern
in ihrer Nachbarschaft streut die Ubergangswahr-
scheinlichkeit mit einer Gauss-Kurve. (22) setzen

6 M. Wacxer, Z. Naturforschg. 14 a, 81 [1959].
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wir nunmehr in (5) ein. Bei der Summation miissen
wir beachten, daB X und Y noch von I“ bzw. {5 und
[V abhingig sind.

§ 47. Die Quantenzahlen-Darstellung

Nachdem wir in § 45 die allgemeine Form der
Reaktionsgleichungen abgeleitet haben, gehen wir
entsprechend I zur Quantenzahlendarstellung iiber.
Die GIn. (5) werden jetzt also in Differentialglei-
chungen fiir die mittleren Elektronenbesetzungszahlen
und die mittleren Schallquantenzahlen umgeformt.
Dabei spielt die Art des Spektrums eine grof3e Rolle.
Die in § 45 verwendete einfache Indizierung muf}
nun genauer festgelegt werden. Die Quantenindizes
miissen durch die Einelektronenindizes und die
Schallquantenzahlen ausgedriickt werden. Dies wurde
in I, § 4, in voller Allgemeinheit, d. h. fiir beliebig
viele Elektronen und beliebig viele Gitteroszillatoren
durchgefiihrt. Da wir uns hier nur mit der Reaktions-
kinetik am Loschzentrum beschéftigen, so soll diese
Indizierung sogleich auf ein fiir das spezielle Pro-
blem notwendiges Mal} reduziert werden. Wir erin-
nern dazu an die Diskussion in § 44. Es wurde dort
eine periodische Anordnung von Mikroblocken mit
je einem im Mittelpunkt befindlichen Léschzentrum
vorausgesetzt. Durch optische Grundgitterabsorption
wird dann ein Elektron aus dem Valenzband ins Lei-
tungsband gehoben. Gleichzeitig entsteht dabei ein
Defektelektron. Das Elektron-Loch-Paar soll am un-
besetzten Loschzentrum rekombinieren. Die Tatsache,
daf} im Realgitter auller dem Loschzentrum noch an-
dersartige Storstellen zur Ladungskompensation vor-
handen sind, ignoriert in unserem einfachen Modell

sowohl das Elektron als auch das Loch.
Obwohl das Problem also offensichtlich ein Ein-

elektronenproblem ist, muf} eine exakte Theorie zu-
nichst von der Mehrelektronenbeschreibung des Mi-
kroblocks ausgehen. Dies wurde in II ausgefiihrt. Es
ergab sich — wie anschaulich zu erwarten war —
die Moglichkeit der Reduktion des Vielelektronen-
problems auf ein Einelektronenproblem. Ebenfalls
konnte gezeigt werden, daf} pro Elektronenzustand
ein einziger Gitteroszillator zur mathematischen Be-
schreibung der Reaktionen ausreicht. Die Quanten-
zustdnde konnen damit durch die Einelektronenbe-
setzungszahl n; des Zustands i und die zugehorige
Oszillatorenquantenzahl /! eindeutig gekennzeichnet
werden.
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Von allen Quantenzustinden des gekoppelten Sy-
stems Elektron — Oszillator sind nur drei von Be-
deutung: Ein Leitungsbandzustand, welcher in der
Besetzungszahlendarstellung durch np, " gegeben
wird, nj, Elektronenbesetzungszahl, [ Schallquanten-
zahl des zugeordneten Gitteroszillators, der Storstel-
lengrundzustand ng!®> und ein Valenzbandzustand
ny [V mit den analogen Bedeutungen. {*, [, [V laufen
uber die Werte 0, 1, 2,... .

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in § 46 wur-
den bereits in dieser Indizierung angegeben. Indi-
ziert man auch die Besetzungswahrscheinlichkeiten
um, so zerfallen die GIn. (5) bei Ubertragung auf
das vorliegende Spektrum in drei Gruppen von Glei-
chungen. Diese folgen aus dem Umstand, dal} jedem
Elektronenniveau viele Oszillatoranregungszustande
zugeordnet sind.

Die erste Gruppe lautet

d
det

Hier lduft [5 ebenfalls iiber 0, 1, 2.... . Nach der
ausfithrlichen Erorterung von (23) konnen wir uns
hier kiirzer fassen. Der erste Term rechts in (24)
beschreibt die Verlustprozesse, d.h. die Abnahme
der Besetzungswahrscheinlichkeit durch Spriinge ins
Leitungsband und Valenzband. Die zwei weiteren
Glieder sind die Gewinne durch Spriinge vom Lei-
tungsband und vom Valenzband in die Storstelle.
Die dritte Gleichungsgruppe lautet schliefilich

d -
an v=W AARIIAL Pn\ w+ M nvIVnsgls Pnsls

de &=
(25)
mit [V=0, 1, 2,... und den analogen Bedeutungen
u (23), (24) fiir die Terme auf den rechten Seiten.

Man erkennt hieraus, dal der Ubergang zu den
mittleren Quantenzahlen keine triviale Angelegenheit
ist. Das System (23), (24), (25) hat 3-fach unend-
lich viele Gleichungen. Diese Gleichungen wiren
nicht erforderlich, sofern es sich um ein thermisches

=
Il

Pnsls == IV)IslSnsls Pnsls + Z WnslsnLlL PnLlL -+ Z Wnslsnvlv I)nvlv .
L W

1 = —{F*[A+22—2(z5)"] + F*[B+2z+2(x
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W)ILZL)ISIS I)nsls 5
(23)

wobei (" iiber 0, 1, 2, ... lauft. Den Index 1 an den
Ubergangswahrscheinlichkeiten W; lassen wir hier
weg, weil keine Verwechslungen vorkommen konnen.

Die Gln. (23) sind nach den Betrachtungen aus V
schon reduziert, d. h. es sind nicht mehr alle denk-
baren Ubergiinge aufgenommen. Leitungsband — Lei-
tungsband-Ubergiinge fehlen, ebenso Ubergiinge in
und aus angeregten Storstellenzustdnden und aus
dem Valenzband. Beriicksichtigt werden nur Uber-
ginge in den Storstellengrundzustand: erstes Glied
auf der rechten Seite von (23), und Riickprozesse,
d. h. Spriinge aus dem Storstellengrundzustand ins
Leitungsband zuriick: zweites Glied auf der rechten
Seite von (23).

Als zweite Gleichungsgruppe erhélt man

/
&)

d - O
1 PnLlL =W nrLng, 1L PnLlL + ‘\_‘

(24)

Gleichgewicht handeln wiirde. Da aber in allen Pro-
zessen Uberginge in Nichtgleichgewichtszustinde die
wesentliche Rolle spielen, so sind samtliche Gleichun-
gen notwendig.

Wir haben nunmehr alle Formeln fiir die Mittel-
wertbildung beieinander. Man beachte noch, daf die
Sprung- und Riicksprungwahrscheinlichkeit von ny, I
nach ng 5 verschieden ist. Der Riicksprung hat noch
Konkurrenten! Dies bewirkt eine irreversible Dissi-
pation der Wahrscheinlichkeit.

Versteht man unter

fFlA=2"] = 3 f(X) g(o,5—y,) (26)

8

und analog unter F* die mit den Gauss-Streuungen
gewichteten Funktionen f(X) bzw. F(X) und F(Y),
so erhdlt man in der Quantenzahlendarstellung fiir
die zeitliche Veranderung der mittleren Elektronen-
besetzungszahlen die Gleichungen

dnp= —f[A4—2=2) "] n,+ F*[4+22—2(5)"]nsg,

15)'*1} ng (I

+F*[B+2(@ )" ny+f*[4-2(zl") "] 0y,

5
I

—F*[B+2(xlY)" 1 ny +F*[B+22+2(z15)"] ng,
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sowie daran gekoppelt die Gleichungen fiir die mittleren Schallquantenzahlen

. ; L=F*[A+22—2(zl5)"] ng[z+B5—2(z5)" — L] —

ns ;it lsr_F*[B+2(l'lV)‘/g] nv[I+lV-—2(xlv)l/=_[S]

L ny,
Ty

(IT)

+PIA-2@ ) ng [z + 1+ 2@ ) 5] — L Sag,

ny S F' B4+ 22+ 22 5) "] ns[z 4+ +2(21) - 1Y] -

Da hier der Ubergang zur Quantenzahlendarstel-
lung erstmalig an einem speziellen Modell durch-
gefiihrt wird, bringen wir im Anhang die Ableitung,
die vollstandig nach dem in I angegebenen Verfah-
ren verlauft. Der Einfachheit halber haben wir in
(I) und (II) die Mittelwertsstriche an den n; und [!
weggelassen. Man beachte jedoch den Unterschied
zur Quantenzahlenindizierung in den vorangehenden
Paragraphen. Dort konnen die n; und ! nur ganz-
zahlige Werte annehmen. In den vorliegenden Glei-
chungen handelt es sich aber um mittlere Besetzungs-
zahlen des ensembles. Diese sind selbstverstiandlich
nicht mehr notwendig ganzzahlig und konnen kon-
tinuierliche Variationen erleiden, was in den Diffe-
rentialgleichungen zum Ausdruck kommt.

Mit dem System (I) und (II) haben wir den An-
schluf an die phanomenologische Theorie erreicht.
Wie gefordert, ergeben fiir das vorliegende Modell
die Gleichungen einen exakt monomolekularen Pro-
zef3. Unter welchen Umstdnden bimolekulare Glei-
chungen auftreten, wird in § 53 diskutiert. Man er-
kennt jedenfalls, dafl die aus ersten Prinzipien abge-
leitete Reaktionskinetik umfangreicher ist. Das Sy-
stem (I[), das die Veranderung der Oszillatoren-
quantenzahlen angibt, ist in der phdnomenologischen
Darstellung unbekannt. Die Theorie gibt also eine
detailliertere Beschreibung als die heuristisch abge-
leiteten phdnomenologischen Gleichungen.

§ 48. Wahrscheinlichkeit strahlungsloser
Rekombination

(Doppelter Franck-Condon-ProzeB})

Mit dem Ubergang von (5) zur Quantenzahlen-
darstellung (I), (II) ist das System der Reaktions-
gleichungen derart reduziert, daf} wir nunmehr mit
seiner praktischen Auswertung beginnen konnen.
Diese hdngt von den Anfangsbedingungen ab, die
jetzt in den Quantenzahlen ausgedriickt werden miis-
sen. Die fiir uns interessante Anfangsbedingung lau-

Ty

—1 l\' ny .
To

tet n;,(0) =1, alle iibrigen Groflen gleich Null. Das
heif3t, es befindet sich ein Elektron im Leitungsband
bei der Gittertemperatur T =0 . Die weitere Entwick-
lung wird durch (I), (II) regiert. Die beiden Systeme
sind untereinander verkoppelt, kénnen also streng
nicht unabhiéngig voneinander gelost werden. Um
zum Ziel zu kommen, schlagen wir ein Naherungs-
verfahren ein, wobei wir zunichst naherungsweise
Losungen von (II) betrachten, und diese dann in
(I) einsetzen. (II) ist das System fiir die bei den
Spriingen entstehenden mittleren Oszillatorenquan-
tenzahlen. Eine ndherungsweise Losung von (II)
fiir T =0 stellt der Ansatz

=0, B=xeln, [V=4zxetn

(27)

dar. Dieser Ansatz erfiillt zwar unsere Anfangsbe-
dingung nicht, aber da in die Besetzungswahrschein-
lichkeit multiplikativ ng und ny eingeht, die wir
dann mit Sicherheit Null setzen werden, so ist zu-
riickgegriffen auf die Wellenfunktionsdarstellung
auch ein solcher Ansatz physikalisch sinnvoll, d. h.
zur Charakterisierung des Anfangszustandes geniigt
es n;,(0) =1, ng(0) =nyv(0) =0 zu setzen, wobei
die Werte von /5 und [V nicht unbedingt verschwin-
den miissen.

Fiir kleine Zeiten ¢ erfiillt (27) (II) immer besser,
und im Grenziibergang ¢t — 0 ist das System streng
befriedigt. Fiir groBe ¢ ist die Losung dann an-
nihernd richtig, wenn der Riicksprung aus dem Va-
lenzband in die Storstelle unwahrscheinlich ist. Dies
ist bei allen Beispielen der Fall. Aus Raummangel
unterdriicken wir aber eine genauere Diskussion.
(27) ist also eine fiir kleine und grofle ¢ asympto-
tisch richtige Losung. Diese Losung enthdlt das
Wesentliche eines Doppelten Franck—Coxpox-Prozes-
ses, d.h. eines Sprunges tiber Gitter-Nichtgleich-
gewichtszustinde. Nehmen wir ndmlich an, der Dop-
pelsprung finde in einer Zeit ¢ < 7, statt, so erhalten
wir aus (27) den Wert [¥=4 2. Dieser Wert ergibt
die am Ende des Prozesses aufgenommene Gitter-
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energie und entspricht der vierfachen Gitterpolarisa-
tionsenergie beim gewdhnlichen Einfang. Auf diese
Weise kann das Elektron also hohe Energiebetrige
an das Gitter abgeben. Der Zwischensprung verlauft
iiber >=x. d.h. einen angeregten Oszillatorenzu-
stand. Im Fall > 7, werden alle I'=0, und die
Spriinge verlaufen iiber thermisches Gleichgewicht.
Die hier gegebene Deutung ist nur eine Vorweg-
nahme der vollstindigen Integration von (I) und
(IT), die wir jetzt durchfiihren.

Um (I) zu integrieren, machen wir uns den Vor-
gang anschaulich klar: (I) beschreibt die Verande-
rung von n; als eine Summe von Hin- und Riickspriin-
gen, wobei die Riickspriinge weniger wahrscheinlich
als die Hinspriinge sind, und damit im Mittel ein
langsames Abklingen des anfinglich besetzten Zu-
standes bewirken. Die Losung von (I) entsteht also
durch eine Uberlagerung von Oszillationen. Diese
Oszillationen werden zusitzlich durch die Zeitabhan-
gigkeit der in den Ubergangswahrscheinlichkeiten
auftretenden Oszillatorquantenzahlen beeinfluflt. Hier
erkennt man die Wirkung des thermodynamisch nicht
im Gleichgewicht befindlichen Systems. Das Einsetzen
von (27) in (I) wirde dieser Wirkung Rechnung
tragen. Jedoch fithrt es bei unseren grundsitzlichen
Betrachtungen auf ein viel zu kompliziertes System.
Wir werden daher diesen Nichtgleichgewichtszustan-
den nur naherungsweise Rechnung tragen. Dies ge-
schieht durch den Ubergang zu mittleren Verweil-
zeiten. Diese kann man sich dadurch entstanden den-
ken, dal} ein einzelnes Elektron keinesfalls alle jenen
infinitesimalen Oszillationen von Hin- und Riick-
spriingen ausfiihrt, die das ganze ensemble charak-
terisieren. Betrachten wir namlich nur ein Elektron,
so wird dieses im Mittel hochstens einige diskrete
Spriinge ausfiihren, und erst durch die Uberlagerung
der zu etwas verschiedenen Zeiten stattfindenden
Spriinge der einzelnen Elektronen kommt die geglat-
tete ensemble-Kurve der Besetzung heraus. Wollen
wir also die Wirkung der zeitabhingigen Gitterquan-
tenzahlen naherungsweise beriicksichtigen, so werden
wir vom einzelnen ensemble-Mitglied ausgehen, und
erst danach zum ensemble aufsummieren. Die mitt-
lere Verweilzeit in der Storstelle fiir ein einzelnes
Elektron ist durch
S={F[A+2z-2(z3)"]

+F*[B+2x+2@B)"]}7t  (28)

definiert. Der nachfolgende Sprung geht ins Lei-
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tungsband oder Valenzband. Desgleichen ist die mitt-
lere Verweilzeit im Valenzband bis zu einem Riick-
sprung in die Storstelle

tV=F*[B+2(zlV)'""] 71, (29)

Dabei setzen wir
B=ze tn (30)
und N=2xe "m[l14+e ], (31)

(30) und (31) geben ein mittleres Vergleichsmal}
fir die Konkurrenz der Abklingprozesse der Gitter-
anregung und den zwei iber die Gitteranregung ab-
laufenden Elektronenspriingen. Durch die Verweil-
zeiten des Elektrons wird der Betrag des Abkling-
verlustes bestimmt. beide Prozesse sind durch die
energetischen Beziehungen in den Ubergangswahr-
scheinlichkeiten riickgekoppelt. Die beiden Grenzfalle
t5 < 1y und 5 > 7, hatten wir zu Beginn schon dis-
kutiert. ¢V spielt nur eine Rolle fiir den Riicksprung
vom Valenzband in die Storstelle, ist also im eigent-
lichen Sinn des Doppelten Fraxck—Conpon-Prozesses
nicht mehr notwendig. wohl aber fir die Reaktions-
kinetik, aus der die Spriinge berechnet werden.

In (31) ist beriicksichtigt, daB nicht nur vV ab-
klingt, sondern seinen Maximalwert 4 z wegen des
Abklingens von [ gegebenenfalls nicht erreichen
kann. In (28) und (29) kommen ¢V und 5 auf bei-
den Seiten vor. Der richtige Wert, der diese Bezie-
hung erfillt, wird durch Iteration gefunden. Diese
fiir ein einzelnes Elektron im Mittel geltenden Ver-
weilzeiten werden fiir das Abklingen der Storstellen-
oszillatoren als maligebend betrachtet, und in die
Ubergangswahrscheinlichkeiten eingesetzt. Sodann
geht man wieder zur ensemble-Beschreibung iber.
Das bedeutet, dafl wir (30) und (31) nurin (I) ein-
zusetzen brauchen. (I) ist dann ein System mit kon-
stanten Koeffizienten. Es 1aft sich leicht 16sen. Wir
schreiben zunachst an Stelle der Zeitdifferentiation
nur einen Punkt.

Man stellt fest, daf} aus (I) folgt

nL+ng+ny=0. (32)
Das fiihrt auf den Elektronenzahlerhaltungssatz:
nL+ns+ny=1. (33)
Eliminiert man ny aus (I). so entsteht
n= —anp+é&ang, (34)
ng= — (eqa+b) ng+any, +&b(1—ns—n) .

Dabei haben wir abkiirzend gesetzt
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a=f[4-2(xlt)"],

6= F [A+22—2(zB)"] a1,
b—F*[B+2z+2(xB)"],
eo=F*[B+2(zlV)"*] b1,

Wie man leicht feststellt, sind &; und &, stets <1.
Setzen wir voraus, daf} die Differenz von @ und b
dem Betrag nach immer grofler als 1 ist, was ohne
weiteres wegen der groflen Werte von a und b an-
genommen werden kann, so 1afit sich die Integration
mit Storungsrechnung durchfithren. Wir fassen uns
hier kurz und geben nur die fiir uns notwendigen
GroBen an. Fiir die Anfangsbedingung n;=9y;
(i=L. S, V) ergibt sich

(35)

@) =1~ (L-n) e nSet (36
mit n=¢¢6n%, nS=zn§,
ny =1/(1+&+¢) (37)
und wy=—a|l+eg fb}'
o= —b[1-e 7 +a].  (38)

n§ , n und n¢ sind die asymptotischen Werte der
Elektronenbesetzungszahlen fiir t— o . Aus ihnen
ergeben sich sehr anschauliche Folgerungen. Setzen
wir namlich & =&, =1, was bedeutet, da} der Hin-
und Riicksprung gleich wahrscheinlich ist, so fiihrt
das auf n? = nS=n$ =1/3. Bei gleicher Sprungwahr-
scheinlichkeit in jeder Richtung geht also ein Nicht-
gleichgewichtszustand n;=0y,; in eine Gleichvertei-
lung tiber. Das ist der Gleichverteilungssatz im abge-
schlossenen System.

Nun ist wegen der Gitterdissipation und der un-
gleichen Anzahl von Sprungmoglichkeiten aber der
Riicksprung immer weniger wahrscheinlich als der
Hinsprung, d. h. &, &<1, und auBlerdem werden
noch nicht beachtete Sekundérprozesse den Riick-
sprung erschweren. Deshalb wird man im allgemei-
nen ngzl s ng ~ ngzO erhalten.

Mit den vorangehenden Rechnungen 1af3t sich sehr
einfach die Wahrscheinlichkeit fiir die strahlungs-
lose Rekombination von einem Elektron-Loch-Paar
am Loschzentrum, d. h. fiir eine Exzitonenvernich-
tung angeben. Diese Wahrscheinlichkeit ist ndmlich
gleich der reziproken mittleren Lebensdauer des Lo-
ches im Valenzband, bis die Verteilung ihren Gleich-
gewichtswert erreicht hat.

Die Besetzungszahl fiir das Loch im Valenzband
ist
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ni(t)=1—ny(t). (39)

Um eine mittlere Lebensdauer des Loches definieren
zu konnen, braucht man eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung auf der Zeitachse fiir die Existenz des
Loches von t=0 bis o . (39) liefert eine solche
Verteilungsfunktion. Diese ist jedoch noch nicht nor-
miert. Zufolge (33) ist ndmlich die Normierung be-
zogen auf die Feststellung: mit Sicherheit ist an
einem bestimmten Zeitpunkt das Elektron in einem
Zustand von allen betrachteten Quantenzustanden an-
zutreffen.

Wir dagegen wollen die Normierung auf die Fest-
stellung beziehen: mit Sicherheit ist in einem be-
stimmten Niveau (hier das Valenzband) das Elek-
tron bzw. Loch einmal innerhalb der Zeitspanne von
t=0 bis ~ anzutreffen.

Die beiden Feststellungen beinhalten den Unter-
schied der zeitlichen und raumlichen Normierung.
Das wurde in III ausfiihrlich dargestellt. Fithrt man
die Umnormierung aus, so entsteht

N (1) = :

M—ng) » gt

w,; W,

‘[ (1—nf) e’ +nGe'].

(40)

Die mittlere Lebensdauer des Loches betragt dann?®

= [N ede= 1 : (41)
0 (—nf) , —n§
Je=—ney ! el
(1 —nf) w7 ng pr

Dabei wurde die Lebensdauer des Loches nur bis
zum Erreichen des Gleichgewichtswertes definiert.
(41) ergibt also die Rekombinationszeit und damit
die Wahrscheinlichkeit 1/¢". Nach ¢" sec hat im Mittel
eine strahlungslose Rekombination stattgefunden,
oder die Lebensdauer eines angeregten Elektrons
betrigt in bezug auf die strahlungslose Rekombina-
tion mit einem Defektelektron iiber ein Loschzentrum
¢ sec. Aus den vorangehenden Uberlegungen sieht
man ferner, dal die Anwesenheit eines Loschzen-
trums fiir den strahlungslosen Proze} notwendig ist.
Ohne Vermittlung des Zentrums wéren die Energie
aufnehmenden Gitterumpolarisationen nicht méglich.
Bevor wir numerische Werte angeben, bringen wir
noch einige Ergénzungen.

7 Diese Formel ist nur dann sinnvoll, wenn die Voraussetzung
a#b fiir die Ableitung erfiillt ist. Dies mufB3 bei speziellen
Rechnungen beachtet werden!
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§ 49. Temperaturabhangigkeit

Die Formel (41) fiir die Rekombination eines
Elektron-Loch-Paares an einem Loschzentrum gilt
nur fiir 7=0. Es ist aber bekannt, dal} diese Re-
kombinationszeit einen starken Temperaturgang auf-
weist. Wir miissen daher (41) auch auf nichtver-
schwindende Temperaturen ausweiten. Diese sind
im wesentlichen durch zwei zusitzliche Effekte ge-
kennzeichnet: Einmal steigt der mittlere Energie-
inhalt des betrachteten Kristalls, was bei uns auf
eine Anregung der Gitteroszillatoren fiihrt (die Elek-
tronenanregung konnen wir hier vernachlassigen),
zum andern dndern sich die Materialkonstanten mit
der Temperatur. Als Materialkonstanten verwenden
wir in unserer Theorie nur ¢ bzw. ¢, . In der folgen-
den tberschlagsmifligen Rechnung verzichten wir
auf die Einfihrung der e-Temperaturabhingigkeit
und beschéftigen uns nur mit der Oszillatoranregung.
Diese ist viel wichtiger, da mit ihr der Energiesatz
verkniipft ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten in
(I) und (IT) werden ndmlich dann am grof3ten, wenn
ihr Argument verschwindet. Dieses ist aber die Ab-
weichung von der Energieerhaltung der Teilsysteme.
Betrachtet man z. B. das Argument fiir den Einfang.
so liest man in (I) in der ersten Gleichung

A2zt (42)

mit 4>0. Man erkennt, daf} fiir /=0 das Argu-
ment immer kleiner wird, bis es schlielich zu Null
wird, um danach negative Werte anzunehmen. Man
kann also aussagen, daB die Ubergangswahrschein-
lichkeiten zunachst steigen bis zu einer Temperatur,
fiir die das Argument verschwindet, um von da ab
wieder zu fallen. Es gibt also einen giinstigsten Wert
von T, bei dem mit der groBBtmoglichen Wahrschein-
lichkeit ein Einfang stattfindet. In dhnlicher Weise
hingen die andern Ubergangswahrscheinlichkeiten
von T ab.

Der nicht verschwindenden Gittertemperatur mif3te
nun durch eine Wichtung der Oszillatorquantenzah-
len des Ausgangszustandes Rechnung getragen wer-
den. Um auch hier nicht zu ausfiihrlich zu werden,
verwenden wir nur die Tatsache, daf} bei einer Tem-
peratur 7 der mittlere Wert der Oszillatorquanten-
zahl ist 1 kT

L= =—, 43
2 ho (43)
An Stelle von (27) folgen dann aus den Auswahl-
regeln, kombiniert mit dem Abklinggesetz, die An-
satze
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B=Ilg [x+2(xlL)V] et
V=lly [42+242(xll)"] e tn,

(44)

und (45)

Das erste Glied unterliegt dabei keiner Dissipation,
weil es den thermischen Gleichgewichtswert darstellt.

Die Bestimmung der mittleren Abklingwerte er-
folgt ganz analog und liefert

Bl [x+2(xL)"] et (46)

sowie
V=g [224 21 4 (xIb)"] e (1 + &, (47)

Diese GroBen setzt man dann in die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten ein und kann die Rechnung mit dem-
selben Ergebnis wie in § 48 ausfiihren.

§ 50. Elektronenpolarisation

Damit unsere Rechnungen mit dem Experiment
verglichen werden konnen, miissen wir noch die
Elektronenpolarisation einbeziehen. Diese hat an den
Umpolarisationen bei Elektronenspriingen betricht-
lichen Anteil und darf keinesfalls vernachlassigt wer-
den. In den bisherigen Teilen hatten wir immer mit
starren Ionenriimpfen, d. h. vom Elektronenzustand
des Storelektrons und der Gitterbewegung unabhan-
gigen lonenpotentialen gerechnet. Da die Ionen aber
selbst aus Elektronen und Kernen kombinierte Ge-
bilde sind, reicht es nicht aus, die Bewegung eines
Ions durch ein an den Schwerpunkt fixiertes Poten-
tial als Ganzes zu beschreiben, sondern man muf}
sozusagen die innere Bewegung des ein Ion konsti-
tuierenden Elektronen- und Kernsystems zusitzlich
berticksichtigen, um die Wechselwirkung eines lons
mit seiner Umgebung theoretisch korrekt zu erfassen.
Dies fiihrt auf eine direkte Korrelation der Stor-
elektronenbewegung mit der Bewegung der ubrigen
Kristallelektronen. Da auf diese Weise die Zuord-
nung der iibrigen Kristallelektronen zu ihren Gitter-
kernen nicht vollstandig zerstort wird, kann man bei
klassischen Rechnungen diese Korrelation durch das
Entstehen von Dipolmomenten an den Ionen selbst
ersetzen und insofern von einer Elektronenpolarisa-
tion sprechen, als die Dipole von den angelegten
duBeren und inneren Storfeldern abhingig sind. In
der quantenmechanischen Rechnung aber ist man ge-
zwungen, von nun ab ein Vielelektronenproblem zu
behandeln und zu 16sen. Auch hier hilft die Vorstel-
lung weiter, dall die Kristallelektronen, die den
Ionenkernen eines Gitters im Idealzustand zugeord-
net sind, diesen Ionen zugeordnet bleiben, wenn das
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Gitter in Bewegung gerit oder Storelektronen mit
ihren Feldern eingefithrt werden. Von Hakenx und
Scaortky stammt der Vorschlag® der Elektronen-
polarisation quantenmechanisch durch lokalisierte
Exzitonen Rechnung zu tragen. Ein lokalisiertes Ex-
ziton wird dabei aus Wannier-Funktionen aufgebaut
und stellt nichts weiter dar, als einen energetisch an-
geregten Zustand eines lons. bei dem ein angeregtes
Elektron am Ion verbleibt. Von der self consistenten
Neueinstellung des gesamten Funktionensystems wird
dabei abgesehen. und nur ein Satz von Einelektro-
nenfunktionen zur Beschreibung aller Zustinde des
Kristalls verwendet. Da auch wir, wie in I ausge-
fuhrt, einen solchen Satz von starren Einelektronen-
funktionen anwenden (der bei expliziter Beriicksich-
tigung aller Elektronen auch ausreichend ist zur voll-
stindigen Beschreibung), so lafit sich der Haken—
ScuorTkYsche Ansatz leicht in unsere Darstellung ein-
bauen. Ebenso 4Bt sich auch mit ihm der Ubergang
zur klassischen Beschreibung mit Dipolmomenten
durchfithren. Das alles wollen wir in dieser Arbeit
nicht benutzen, um den Rechenaufwand klein und
die Ableitungen durchsichtig zu gestalten. Vielmehr
werden wir hier die Elektronenpolarisation nur
phénomenologisch behandeln. Eine solche Behand-
lung geht iiber Abschirmungszahlen. An Stelle der
Erzeugung von Exzitonen im Gefolge eines angeleg-
ten Feldes und der damit zum angelegten Feld (eines
Storelektrons, eines vom reguldren Gitterplatz weg-
geriickten lons usw.) entstehenden Gegenpolarisa-
tion, die einen Teil dieses Feldes in seiner Wirkung
aufhebt, werden wir summarisch dielektrische Kon-
stanten usw. verwenden. Die zugehdrige Theorie
wurde von WacNer gegeben . In ihr wird die Elek-
tronen — Gitter-Kopplung unter Annahme polarisier-
barer Ionenrimpfe, die zu einer Feldabschirmung
fiihren, neu berechnet. Wir brauchen davon nur zwei
Werte. Ausgedriickt in den urspriinglichen Konstan-
ten und der Abschirmungszahl erhalten wir

’
a=0a

(48)

als Nullpunktsverschiebung des Stérstellenoszillators
mit Elektronenpolarisation, und

C'=02C (49)

als Ubergangsmatrixelement mit der Abschirmungs-

zahl

= (i Bt
h 4 e &

(50)

wenn man fiir », die optische transversale Grenz-
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frequenz benutzt. Es bleiben noch die Energiewerte,
die fur strahlungslose Prozesse wichtig sind. Sie wur-
den von WacNer nicht abgeleitet, und wir miissen
uns daher ausfiihrlich mit ihnen beschaftigen.

Es ist notwendig, jetzt die Elektronendipolmo-
mente der Ionen explizit einzufithren. Da sich in der
Quantenmechanik gegeniiber der klassischen Mecha-
nik bei den folgenden Argumenten nichts andert,
fihren wir die Dipolmomente klassisch ein. Der
Hawmicron-Operator H des Storelektrons und des Git-
ters hangt jetzt also nicht mehr nur von den Koordi-
naten des Storelektrons  und den Kernkoordinaten
X. ab, sondern auch von den Komponenten der elek-
tronischen Dipolmomente M;. Die Energie des ru-
henden Gitters ist demnach von den Kernlagen, der
gewihlten Elektronenfunktion und der Elektronen-
polarisation abhéngig. Wir schreiben fiir sie

UGy M;. Xp) (51)

wobei wir durch das explizit eingefiithrte v die Ab-
hdngigkeit von der zur Variation eingesetzten Wel-
lenfunktion andeuten.

Fiir einen Leitungsbandzustand hat man jetzt nicht
nur die Kernruhelagen ai‘, sondern auch die Elek-
tronenpolarisation ,u}L. Gehen wir von einer Wellen-
funktion vy, aus, so ist die zugehorige Kristallenergie
fir T =0, wenn man annimmt, daf} sich Elektronen-

polarisation und Gitter auf diese Funktion eingestellt
haben:

Uy, ujoq) - (52)

Beim Einfang in die Storstelle kann man nun ge-
danklich folgende Trennung vornehmen: Das Elek-
tron geht bei festgehaltenem ,u]I.‘ und ) in die zuge-
horige Storstellenwellenfunktion vy uber. Diese
Funktion ergibt sich aus der Minimalforderung an
die Energie bei festgehaltener Elektronen- und Gitter-
polarisation. Das ergibt

U (w, ubal) . (53)

Danach lafit man zuerst die Elektronenpolarisation
los. Diese setzt sich mit vy ins Gleichgewicht. Dabei
wird keine Energie von auflen dem Kristall zuge-
fiihrt. Es muf} also der Energiewert konstant bleiben.
Die mit der Elektronenpolarisation ins Gleichgewicht
gesetzte Funktion sei yp und die zugehorige Elektro-

nenpolarisation /l]}.’, wobei der Index P andeuten

8 H. Haxkex, Fortschritte d. Phys. 6, 271 [1958].
9 M. Wacner, Diplomarbeit, Stuttgart 1958, erscheint dem-
nichst in dieser Zeitschrift.
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soll. dal} nur eine Elektronenpolarisation. aber keine
Gitterverschiebung stattgefunden hat. Bei
elektronischen Umpolarisierung unter Energieerhal-
tung hat sich selbstverstandlich auch die Wellenfunk-
tion dndern miissen, da auch sie wiederum von der
sich auf sie einspielenden Elektronenpolarisation be-
einflufit wird. Es gilt also

Uyp, ut,al) =U(yy, ub

dieser

o) (54)

Mo i *

als Zeichen der Kristallenergieerhaltung bei diesem

H. STUMPF

Prozel3. Jetzt beginnt die Gitterbewegung. Sie fiihrt
auf den Grundzustand ws mit der E]ektronenpolari-
und den Gitterruhelagen a}. Man sieht,
daf} im allgememen auch hier noch eine Verdnde-
rung der Elektronenpolarisation eintritt. Zugleich
mit der Bewegung der Kerne gewinnt das Gitter
kinetische Energie. Es wird also

Ey =Ul(ys, 4, ) +hols.

sation u

(55)

Fiir uns sind wieder die Differenzen interessant.

EL —E3=U(yL, 1l ap) —Ulys, 45,03) +ho(IL—B) . (56)
Wiein V, (20), formen wir um anf
EL—Ej=UyL, p,ap) = Uy, 4, o) + [U(ye, pf, o) —Uys, p5,05) —ho Bl +holt. (57)
Beachtet man nun noch (54), so entsteht
Ulye, pryaf) —Uws, 15, 05) =Ulye, 1f, o) —U(ps, 15, o5) (58)

Die rechte Seite ist aber dquivalent der potentiellen Energiedifferenz bei Auslenkung der Ionen von den
Lagen a} nach aj'. wenn sich das Elektron in der Stérstelle befindet und die Elektronenpolarisation dar-

auf eingespielt ist. In der Normalkoordinatendarstellung ergibt dies den Wert 3 M ©? a2, so daB wir

Ulyr, 15,0

erhalten.

ar) —U(ys, 45, 03) =

iMw?a? (59)

Da die erste Differenz auf der rechten Seite von (560) genau wie in V, (35), die Bindungsenergie des
Elektrons an die Storstelle darstellt, bevor die Gitterumgebung die Elektronenanlagerung zur Kenntnis ge-

nommen hat. erhdlt man analog zu V. (36)

. 4
7 L
L 8 2 R2 g2

Der einzige Unterschied besteht darin, dafl @ nicht mehr nach V.,

+EMrE+ho(lb-B)].

(60)

(12)., zu bestimmen

sondern nach (48)

ist. Die Elektronenpolarisation nimmt der Gitterbewegung einen Teil ihrer Energie weg.
Die gleichen Uberlegungen kann man beim Ubergang zum Valenzband anstellen und erhilt

v , 1
Elv— ;g— h)o, zhoa

+[2Mw a®+ho(lV—

P)1, (61)

wobei der einzige Unterschied wiederum nur in der Bestimmung von a liegt.
Damit haben wir den Einflu der Elektronenpolarisation vollstindig aufgenommen.

§ 51. Exzitonen-Vernichtung

Wie bereits bemerkt, konnen wir das Elektron-
Loch-Paar auch als ein Exziton auffassen. In dieser
Terminologie bezogen sich die bisherigen Rechnun-
gen auf ein Exziton im ionisierten Zustand. Elektron
und Loch wurden als unabhingig existierend ange-
sehen und ihre einzige Funktion im Rekombinations-
mechanismus bestand darin, dem Pavri-Prinzip Ge-
niige zu leisten, d. h. die Reaktion monomolekular
ablaufen zu lassen. Wie von verschiedensten Autoren

gezeigt wurde, ist aber neben dem vollionisierten
Zustand, bei dem Elektron und Loch sich als unab-
héangige Teilchen bewegen, auch eine Korrelation der
beiden Bewegungen denkbar, die dann auf ein Exzi-
ton im eigentlichen Sinne fithrt. Um den thermischen
Zusammenstol} eines Exzitons mit einem Loschzen-
trum und die dabei erfolgende strahlungslose Re-
kombination zu schildern, miissen wir das Exziton
quantenmechanisch als ein Mehrelektronenproblem
beschreiben. Wir erinnern an II, wo zu Beginn der
Rechnung siamtliche Valenz- und Leitungsbandelek-
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tronen explizit eingefiithrt wurden, und erst in den
Ubergangsmatrizen die Darstellung auf ein Elektron
reduziert wurde. In genau der gleichen Weise gehen
wir hier vor: Wir verwenden einen Satz von Ein-
elektronenfunktionen, welcher neben den Storstellen-
zustinden auch die Wellenfunktionen des Leitungs-
und Valenzbandes enthilt, die in den letzteren Zu-
stinden durch einen Ausbreitungsvektor f' bzw. fV
charakterisiert werden sollen. Ist v dann die SLATER-
Determinante des Grundzustandes, so wird ein ge-
bundenes Exziton nach Hakex und Scuortky durch 1

chLkV FZIL ngf Yo (62)
gegeben. Unter F ¢l versteht man einen Operator,
der aus vy, eine Wellenfunktion erzeugt, die einem
frei fliegenden Elektron mit dem Ausbreitungsvektor
fL entspricht und einer dieses Elektron umgebenden
elektronischen Polarisationswolke, unter F ,‘:‘e}f den
analogen Operator, der die Wellenfunktion fiir ein
Defektelektron mit dem Ausbreitungsvektor fV her-
stellt. Das Exziton entsteht aus einer Korrelation
dieser beiden freien Teilchen, was die ¢;1;v andeuten.
Die Einelektronenwellenfunktionen sind noch von
den Kernkoordinaten abhingig. Wir betrachten sie
hier nur fiir den statischen Gleichgewichtszustand,
d. h. in den Ruhelagen a7 wobei hier der Index Exz
darauf hinweisen soll, daf} die Ruhelagen durch den
elektronischen Energiezustand des Exzitons bestimmt
werden.

Um eine niherungsweise Vorstellung vom Aufbau
der Wellenfunktion (62) zu geben, lassen wir die
Polarisationswirkung der freien Teilchen zundchst
beiseite. Dann bewirken die Operatoren nur das Ein-
setzen eines Leitungsbandelektrons bzw. eines Va-
lenzbanddefektelektrons, d.h. sie beschreiben den
freien Zustand, den wir vorher betrachtet hatten.
Dieser Grundkonfiguration iberlagern die Operato-
ren weitere Determinanten, die der Elektronenpolari-
sation des Elektrons und Defektelektrons entsprechen
(die Gitterpolarisation wird durch die Freiheitsgrade
X beriicksichtigt). In der Kombination (62) kann
man jedenfalls als Basis sdamtlicher Determinanten
jene Determinante finden, bei der ein Elektron mit
dem Ausbreitungsvektor f' und ein Defektelektron
mit dem Ausbreitungsvektor [V eingesetzt ist. Neh-
men wir an, daf} ein ruhendes Exziton vorliegt, also
fL —fV=0 ist. so fiihrt diese erste Determinante auf
den ionisierten Fall zuriick. Die weiteren Determinan-

10 H. Haxexn 8, s. Formel (8,5).
' H. Haxex 8, S. 320, Absatz d.
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ten in der Summe konnen einmal mehrere Elektron-
Loch-Paare aufweisen, zum andern Ausbreitungsvek-
toren, die von Null verschieden sind. Wie in V., § 37,
§ 38, nehmen wir nun an, daf} diese fiir die auftre-
tenden Exzitonen-Bindungszustinde so benachbart
an f* =V =0 liegen, daB sie auf nahezu die gleichen
Matrixelemente fithren und in ihrer Wirkung daher
der ersten Determinante gleichgesetzt werden kon-
nen. Da die Summe aller Entwicklungskoeffizienten
gleich 1 ist, gelangen wir fiir das Exziton niaherungs-
weise zu dem gleichen Matrixelement wie fiir den
vollionisierten Fall.

Worin liegt nun die Wirkung des Exzitons, wenn
wir eine Naherung verwenden, deren Matrixelemente
dem Ionisationszustand gleichen? Offenbar in zwei
GroBen, den Ruhelagen af** und der Energie. An
dieser Stelle miissen wir uns fiir einen speziellen
Bindungszustand entscheiden. Wir wihlen den Grund-
zustand des Exzitons, weil bei ihm die Energieabsen-
kung am gréBten und der EinfluB auf die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit daher ebenfalls am stirksten aus-
fallt. Fir den Grundzustand wird die Rechnung be-
sonders einfach. Nach Haken !! verschwindet die Git-
terpolarisation nahezu vollstandig, was auf Gitter-
ruhelagen fiihrt, die den gewchnlichen Ruhelagen
fiir Leitungsband- bzw. Valenzbandzustéinden entspre-
chen, d. h. es wird af*=al'=a). Analog gilt dies
auch noch fiir den ersten Anregungszustand.

Die Energien werden, ebenfalls nach Haken 12,

Met 1

hy=hvy— ShEet nt (63)
wobei A v, die Bandliicke des Kristalls sei und M’
die reduzierte Masse des Exzitons. n sei die Quanten-
zahl und kann die Werte 1, 2,... annehmen. Nihe-
rungsweise setzen wir die effektiven Massen von Elek-
tron und Defektelektron der freien Elektronenmasse
gleich. Dann erhalten wir

4
hy=hv— 05 e

(64)

Da alle anderen GroBen unveridndert bleiben, so
brauchen wir nur die Energie auf den Wert (64) um-
zustellen, um die verdnderte Ubergangswahrschein-
lichkeit fir das Exziton zu erhalten. (64) ist aber
nicht der direkt benétigte Wert, sondern es geht der
energetische Abstand vom Nullniveau ein. Diesen
kann man leicht berechnen, wir gehen deshalb nicht
ndher darauf ein.

12 H. Hakexn, Ref. 1, Halbleiterprobleme IV, Vieweg u. Sohn,
Braunschweig 1958.
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§ 52. Numerische Ergebnisse

Die Formel (41) wird nun unter Berticksichtigung
der Erginzungen, die in den vorangehenden Para-
graphen vorgenommen wurden, fiir einige Stoffe
ausgewertet. Wir wihlen dabei typische Beispiele:
NaCl, KCI, MgO und SrS. Wie von den Alkalihalo-
geniden bekannt ist, tritt dort fast eine vollstdndige
Quantenausbeute auf. dagegen bilden sowohl MgO
als auch SrS Phosphore, bei denen durch geeignete
Zugaben die Phosphoreszenz unterdriickt werden
kann, und damit eine Quantenausbeute kleiner als 1
entsteht. Wir werden in NaCl und KCI also lange
Lebensdauern in bezug auf eine strahlungslose Re-
kombination, in MgO und SrS dagegen kurze Le-
bensdauern in bezug auf diesen Prozell erwarten
miissen.

Selbstverstandlich hangt die Moglichkeit einer
strahlungslosen Rekombination noch von der Art
der eingebauten Zentren ab. Um hieriiber einen
Aufschluf} zu erhalten, setzen wir in MgO und SrS
neben den zweiwertigen Liicken noch einwertige und
dreiwertige Fremdionen ein. Diese lonen werden
theoretisch nur durch die UberschuBladung charak-
terisiert, und auf die Wechselwirkung innerer Elek-
tronenhiillen mit den Auflenelektronen gehen wir
dabei nicht ein. Das verwendete Modell soll nur
tiberschlagsméflig einen Vergleich mit der Wirkung
der Liicken ermoglichen.

Die integrale Rekombinationswahrscheinlichkeit
1/¢" wird in Abhingigkeit von der Temperatur und
der Konzentration fiir die Exzitonenzustande n = .
d. h. ionisiertes Exziton, und n=1.2, also die tief-
sten Bindungszustidnde, bestimmt.

Da die fiir die Berechnung verwendeten Formeln
iiber die Teile I —V verstreut sind (zusitzlich der
Ergidnzungen nach WaGNEr), geben wir hier noch
einmal eine vollstandige Tabelle der Formeln und
Konstanten an, die in den Rechnungen auftreten.

Konstanten

h = Prancksche Konstante,

e = Elementarladung,

m = Elektronenmasse,

hvy= Bandabstand Valenzband—Leitungsband

w, = transversale optische Gitterfrequenz,

7 = Volumen der Elementarzelle,

M,, M5 = lonenmassen des Grundgitters,
¢ = statische Dielektrizitatskonstante,
€9 = dynamische Dielektrizitatskonstante,

V = Mikroblockvolumen.

H. STUMPF

7, = Relaxationszeit der Gitterschwingungen.

0 = Streukonstante bei Oszillatorentibergin-
gen,

k = Bovrrzmann-Konstante.

Unter den Konstanten kann man zwei Arten un-
terscheiden: Primire und sekundidre Konstanten.
Dabei verstehen wir unter primaren Konstanten sol-
che, die als Grundkonstanten in die Quantenmecha-
nik eingesetzt werden miissen, und unter sekundéren
jene, die sich quantenmechanisch berechnen lassen.
Das sind hvy. w. & €. 75, 0. Die Konstanten 7,
und o entnehmen wir unseren Theorien. Die Rela-
xationszeit folgt aus IV, und die Streukonstante
wurde von WaGNER abgeleitet. Auch die iibrigen se-
kundédren Konstanten kénnten quantenmechanisch
berechnet werden. jedoch verwenden wir der Ein-
fachheit halber experimentelle Werte.

Formeln fiir einwertige lonenkristalle

Ubergangsmatrixelement nach II mit Elektronen-
polarisationsfaktor nach Wac~er 13

’ 1 m®se iy —1 dy \2
== 1571V q /:( i 2 .
h? M da ) e

Elektronenpolarisationsfaktor nach WacNer
e—eg M 1)’/2 wy .
4 € ’

e=|

o
Longitudinale optische Grenzfrequenz
o= (eeg) " 0y

Reduzierte Gittermasse bei optischen Schwingungen
M=M M,(M,+M,;)™1;

Parameter der Elektronenwellenfunktion nach II, be-
rechnet nach der Methode von WaGNER

o= geg(i +1-)60)

Polarisationskoeffizient

=t
c= — s
L) &

Normierungskonstante der durch Umpolarisation
entstehenden Gitterverschiebung nach II, berechnet
von WAGNER

W1

7=4e2(:d)

’2} Lot {15 +1)].
\ 2
13 In den folgenden Angaben werden die Arbeiten aus Anm. ¢
und Anm. ? zitiert. Gegeniiber den Formeln in I—V sind
einige Formeln richtiggestellt, die dort mit Fehlern behaf-
tet waren.
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Nullpunktsverschiebung des Gitteroszillators nach II
mit Elektronenpolarisationsfaktor nach WacNer

a =o(y/M w?) .
Auf Quantenzahlen umgerechnete Gitterpolarisations-

energie

r=a>(Mw/2k) .

Energiedifferenz fir den Einfang von Exzitonen in
den Zustinden n=1, 2 und ~ nach VI, auf Quan-
tenzahlen bezogen

& 1 & | 1
A | BE 7“) L
217.253( 2 g*n?) ho
In Gitterenergie umzusetzende Energiedifferenz nach
V. VI
: met\ 1
B_(—hv0+ 2h282)hw'
Streukoeffizient der Oszillatoreniibergénge nach
WAGNER
p— 1 M 2 1/2
~\2 mn) U

Streufunktion nach WacNer
£) = 2)hexp L (£}
g(0,%) =(27mo®) *exp 3 (G> :
In den Ubergangswahrscheinlichkeiten auftretende
Funkti~nen
ja=2¢[m(1+ "2 XZ)]_l,

F(X)=V2C |k <2+ P X?)]“.

Gemittelte Ubergangswahrscheinlichkeit
flA4-2(=zlk)"] = Z f(X) g(o,5—y,).
8

Mittlerer thermischer Wert der Ausgangsgitterschwin-
gung
L=3kTho).

Mittlere Quantenzahl des Storstellenoszillators bei
besetzter Storstelle

IS—=|L + [x+2(:c lL) 1/z:l e—(l/:.) e
Mittlere Quantenzahl des Storstellenoszillators fir
das Elektron im Valenzbandzustand nach VI
V=4 [2 x4+ 2L+ (z lL)] e~ (/) t"(l s e W) t’) A

Mittlere Verweilzeit in der Storstelle zwischen zwei

Spriingen nach VI

B={F[A+2z-2(z5)"]
+F*[B+2x4+2(xi5)"]} 1.
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Mittlere Verweilzeit im Valenzband zwischen zwei
Spriingen nach VI

tV=F*[B+2(zl¥)"] .

Koeffizienten der Reaktionsgleichungen nach VI
a=f1Ad-2( )",
b=F*[B+2z+2(xI5"].

e =F"[A+2z-2(z5)"] a1,
ea=F*[B+2(xl¥)":] b1,

Asymptotische Besetzungszahlen fiir ¢ — o~ nach VI

c C ¢ 1

[ C = - e
ny =& &Ny, NS==&Ny, Ny= Aectes

Eigenfrequenzen der Losungen der Reaktionsglei-
chungen nach VI
a
a—b]’

wy=—a|l+eg

wy=—b

Integrale Lebensdauer nach VI

e 11 1
(1 —ng) —n§
[ON (0N
1 c 1
o = (Ll=n%— &n .
( L)wlz + Sw22

Die Formeln lassen sich analog bei zweiwertigen
Ionenkristallen angeben. Dies fiihren wir hier aber
nicht explizit aus.

Fir die betreffenden Stoffe verwenden wir fol-

gende Werte!* (Tab.1):

NaCl KCl MO SrS
hv, 9,6 94 7,5 . 4,1 (eV)
w, 3-1018 2,6 -10310,9-10  3,3-1013
M, 23 139 24,3 87,6
M, 35,4 35,4 16 32
d 2,8-10-% 3.1-10-8 2,1-10-% 3-10-%
€ 5,6 4,7 9.8 11,3
£ 2.25 2.2 2,95 44

Wertig- | " @
keit 1 1 . o
Tab. 1.

14 Dije Werte stammen aus: a) N.F.Morr u. R. W. Gurney,
Electronic Processes in Ionic Crystals, Oxford, Clarendon
Press; b) M. Borx u. K. Huaxe, Dynamical theory of crys-
tal lattices, Oxford Press, London 1954; c) P. Brauer, Z.
Naturforschg. 12a, 231 [1957], sowie einer personlichen
Mitteilung von Herrn Prof. Dr. Braukr.
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Abb. 1. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer Anionenliicke in NaCl, in
Abhingigkeit von der Temperatur und der Konzentration.
Die Konzentration wird in Storteilchen pro reguldres Gitter-
atom angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekom-
bination eines freien Elektron —Loch-Paares, d. h. Quanten-
zahl n=oc, gestrichelte Kurven fiir den Exzitonenzustand
n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2 . NaCl stellt
einen Fall dar, bei dem die strahlungslose Rekombination
sehr unwahrscheinlich ist. Die Bandliicke des Kristalls ist
derart grofl, dall die Gitterpolarisationsenergien beim zwei-
fachen Elektronensprung nicht ausreichen, um die frei wer-
dende Elektronenenergie aufzunehmen. Bei wachsender Git-
tertemperatur steigt auch die Gitterpolarisationsenergie, die-
ser Effekt ist jedoch gegeniiber dem Fehlbetrag so gering, daf3
man kein Ansteigen der Wahrscheinlichkeit mit der Tempera-
tur bemerkt. Je geringer die Storstellenkonzentration, um so
geringer auch die Rekombinationswahrscheinlichkeit. Da be-
reits fiir extrem hohe Konzentrationen die mittlere Rekombi-
nationszeit 1 sec betrdgt, werden gegentiber optischen Kon-
kurrenzprozessen die strahlungslosen Rekombinationen nicht
ins Gewicht fallen.
Abb. 2. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer Anionenliicke in KCI, in
Abhiéngigkeit von der Temperatur und Konzentration. Die
Konzentration wird in Storteilchen pro reguldres Gitteratom
angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekombina-
tion eines freien Elektron—Loch-Paares, d.h. Quantenzahl
n=o0, gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzitonen-
zustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2.
Diese Kurven geben noch ein Beispiel von den Alkalihalo-
geniden. Es gilt das gleiche wie bei NaCl.
Abb. 3. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer einwertigen positiv gelade-
nen Storstelle auf einem reguldren Kationengitterplatz, in
Abhidngigkeit von der Temperatur und der Konzentration.
Die Konzentration wird in Storteilchen pro regulédres Gitter-
atom angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekom-
bination eines freien Elektron—Loch-Paares, d. h. Quanten-
zahl n=o0, gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzito-
nenzustand n==1, punktierte {iir den Exzitonenzustand n=2.
Die Wirkung des Ionenrumpfes wurde vernachldssigt. Das
Storion wird nur durch seine Ladung charakterisiert. — Es
handelt sich hier um eine sehr flache Haftstelle. Jedoch sind
die energetischen Verhiltnisse glinstiger, die Bandliicke ist
kleiner. Die Rekombinationswahrscheinlichkeit wird wesent-
lich durch den zweiten Sprung des Elektrons aus der Stor-
stelle ins Valenzband bestimmt. Interessant ist das Absinken
der Rekombinationswahrscheinlichkeit fiir den Exzitonenzu-
stand n=2. Fiir diesen ist der Energieumsatz am giinstigsten
bei T=0. Steigende Temperatur verringert die Einfangwahr-
scheinlichkeit in die Storstelle. Ein Beispiel, daf} steigende
Temperatur nicht immer zu einer Begiinstigung strahlungs-
loser Prozesse filhren muf.
Abb. 4. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer Anionenliicke in SrS, in
Abhidngigkeit von der Temperatur und Konzentration. Die
Konzentration wird in Storteilchen pro reguldres Gitteratom
angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekombina-
tion eines freien Elektron—Loch-Paares, d.h. Quantenzahl
n=oc, gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzitonen-
zustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2. —
Allein den energetischen Verhiltnissen entsprechend, miifite
die etwas tiefer liegende Anionenliicke der strahlungslosen
Rekombination entgegenkommen. Die Rechnung zeigt, daf3
dies nicht der Fall ist. Ein Hinweis auf andere Faktoren, die
die strahlungslose Rekombination mitbestimmen. Diese sind
unter anderen die Riicksprungwahrscheinlichkeit fiir Spriinge,
die das Elektron wieder ins Leitungsband beférdern, bzw.
vom Valenzband in die Storstelle zuriick, dann die Verdnde-
rung der Matrixelemente in Abhéngigkeit von den Eigen-
schaften der Storstelle. Die mehrfachen Maxima und Minima
sind keine Rechenfehler, sondern deuten auf die Tatsache hin,
dafl in die integrale Rekombinationswahrscheinlichkeit die
Konkurrenz mehrerer Einzelprozesse eingeht, die ihrerseits
verschiedene Temperatur- und Konzentrationsabhidngigkeit
usw. aufweisen. Am Ende der nicht ganz ausgezogenen Kurve
muBte die Rechnung wegen Uberschreitung der Niherungs-
annahme abgebrochen werden.

Abb. 5. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer dreiwertigen Samarium-
Storstelle auf einem reguldren Kationengitterplatz in SrS, in
Abhiéngigkeit von der Temperatur und der Konzentration. Die
Konzentration wird in Storteilchen pro reguldres Gitteratom
angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekombina-
tion eines freien Elektron —Loch-Paares, d.h. Quantenzahl
n=oc, gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzitonen-
zustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2. Die
Wirkung des Tonenrumpfes wurde vernachlissigt. Das Stérion
wird nur durch seine Ladung charakterisiert. — In SrS wird
Sm?* fiir strahlungslose Rekombinationen verantwortlich ge-
macht. Die Kurven zeigen. daf} dies zu Recht geschieht. Zum
erstenmal tritt eine grofle Temperaturempfindlichkeit auf.
Dies ist immer dann der Fall, wenn die Verhiltnisse zur Re-
kombination schon giinstig sind. Kleine energetische Verin-
derungen haben dann starke Anderungen der Wahrschein-
lichkeit zur Folge, im Gegensatz zu den Wahrscheinlichkeiten
im asymptotischen Teil, wo der Prozel fast unmoglich ist.
Dort dndern ein paar Gitterquanten mehr oder weniger die
Sache nicht. Die Schwankungen der Kurven haben die in
Abb. 4 besprochenen Ursachen.

Abb. 6. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer einwertigen positiv gelade-
nen Storstelle auf einem reguldaren Kationengitterplatz in
MgO, in Abhingigkeit von der Temperatur und der Konzen-
tration. Die Konzentration wird in Storteilchen pro regulédres
Gitteratom angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die
Rekombination eines freien Elektron—Loch-Paares, d. h.
Quantenzahl n=o0 , gestrichelte Kurven fiir den gebundenen
Exzitonenzustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand
n=2. Die Wirkung des Ionenrumpfes wurde vernachldssigt.
Das Storion wird nur durch seine Ladung charakterisiert. —
Ein fiir den betrachteten Prozell duflerst giinstiger Stoff. Bei
der flachen Haftstelle befinden wir uns noch im asymptotischen
Teil der Rekombinationswahrscheinlichkeit, wo der Prozef
»fast* unmoglich ist. Die Kurven sind gegeniiber Temperatur-
erhhungen unempfindlich. Man vergleiche mit NaCl und
KCI! Der Einflul des Grundgitters verindert selbst dort, wo
der Prozef3 zufolge der Struktur der Storstelle nicht begiinstigt
wird, die asymptotische Rekombinationswahrscheinlichkeit
um Zehnerpotenzen.

Abb. 7. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer Anionenliicke in MgO, in
Abhéngigkeit von der Temperatur und Konzentration. Die
Konzentration wird in Storteilchen pro regulédres Gitteratom
angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekombina-
tion eines freien Elektron —Loch-Paares, d.h. Quantenzahl
n=o0 , gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzitonen-
zustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2. —
Die ideale Konfiguration fiir strahlungslose Rekombinationen.
Die Doppelspriinge finden als Doppelte Fraxck—Coxpox-Pro-
zesse ohne jede Gitterdissipation statt. Wegen der besonders
glinstigen Verhéltnisse kommt ein unerwarteter Effekt heraus:
Die Rekombinationswahrscheinlichkeit steigt bei sinkender
Konzentration. Dies ist eine Folge der Riicksprungwahrschein-
lichkeit ins Leitungsband usw. Bei hoher Konzentration ist
der Riicksprung in den Ausgangszustand so wahrscheinlich,
daBl er die Rekombinationswahrscheinlichkeit merklich ver-
mindert. Wird die Konzentration erniedrigt, so tritt dieser
Einflu zuriick und die Rekombinationswahrscheinlichkeit
steigt.

Abb. 8. Integrale Wahrscheinlichkeit fiir eine strahlungslose
Exzitonenrekombination an einer dreiwertigen Europium-
Storstelle auf einem reguldren Kationengitterplatz in MgO,
in Abhdngigkeit von der Temperatur und der Konzentration.
Die Konzentration wird in Stérteilchen pro regulires Gitter-
atom angegeben. Ausgezogene Kurven gelten fiir die Rekom-
bination eines freien Elektron—Loch-Paares, d.h. Quanten-
zahl n=o0c , gestrichelte Kurven fiir den gebundenen Exzito-
nenzustand n=1, punktierte fiir den Exzitonenzustand n=2.
Die Wirkung des Ionenrumpfes wurde vernachldssigt. Das
Storion wird nur durch seine Ladung charakterisiert. — In
MgO wird Eu®* als Killer angesehen. Die Kurven bestétigen
dies, obwohl Eu?" weitaus nicht so giinstig wirkt wie die
Anionenliicke. Der Grund ist in der zu tiefen energetischen
Lage des Stirstellenniveaus zu suchen.
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Man sieht. dal NaCl und KCI keine strahlungs-
losen Rekombinationen im Vergleich mit optischen
Ubergiingen zulassen. Dies liegt an der groBen Band-
licke. Jedoch ist der Bandabstand nicht das einzige
Kriterium. Vielmehr spielt die Grofie der Elektronen-
polarisation usw. eine betrichtliche Rolle.

Zusammenfassend kann man sagen, daf} strah-
lungslose Uberginge zwar durch den Bandabstand
beeinflulit werden, daf} sich aber keine einfache Re-
gel. in der nur phénomenologische Konstanten ent-
halten sind, fiir das Auftreten von strahlungslosen
Ubergiingen angeben 1aBt. Man muB fiir eine sichere
Information die hier gegebene Theorie exakt aus-
werten.

Es ist noch von Interesse, die zugehorige Bin-
dungsenergie der einzelnen Storstellenelektronen an-
zugeben. Der Begriff der Bindungsenergie ist dabei
nicht einfach zu definieren. Wir wollen aber jene
Energie als Bindungsenergie ansprechen, die bei
einem optischen Ubergang ins [onisationsniveau des
Elektrons absorbiert wiirde, gleichgiiltig, ob der op-
tische Ubergang dann erlaubt oder nicht erlaubt ist.
Eine Formel wurde dafiir noch nicht angegeben. Man
erhilt sie aber leicht. wenn man die allgemeinen
Energieformeln aus V verwendet und unter Beriick-
sichtigung der Elektronenpolarisation umformt. Es
wird dabei ein Ubergang von dem in der Storstelle
gebundenen Elektron ins Leitungsband gefordert.
Im Gegensatz zum Einfang oder dem Weitersprung
im Doppelten Fraxck—Conxpon-Prozel3 nehmen wir
hier an, daf} die Storstellenschwingung auf den Wert
{5=0 abgeklungen sei. Dann wird fiir den Sprung
ins Leitungsband im Mittel /" =z und man erhalt

E® —E%—
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mit folgenden numerischen Werten (Tab. 2) :

NaCl KCl MgO | SrS
einwertige St. 2,65 3,1 1,3 0,58 (eV)
zweiwertige St. — — 3,7 1,75
dreiwertige St. — — 6,1 2,95

Tab. 2.

§ 53. Mehrelektronentheorie, bimolekulare
Gleichungen

In I wurde als Ziel der Phosphortheorie auch
die Rechtfertigung und Ergénzung der phidnomeno-
logischen Reaktionsgleichungen aus ersten quanten-

H. STUMPF

mechanischen Prinzipien angegeben. Die phino-
menologischen Gleichungen sind aber meistens bi-
molekular. Im Gegensatz dazu sind unsere Gln. (I),
(II) streng monomolekular, d.h. die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von einem Niveau in ein anderes
hiangt nur von der Besetzung des Ausgangszustandes
ab. Diese Form der Gleichungen wird durch die Ein-
fachheit des Modells bestimmt, und es entsteht ab-
schliefend die Frage, unter welchen Umstidnden die
allgemeineren bimolekularen Gleichungen auftreten.
Dazu vergegenwirtigen wir uns nochmals die in dem
hier behandelten Modell enthaltenen Grundvoraus-
setzungen: In einem Mikroblock befindet sich ein
Léschzentrum. Die Storstelle ist zunachst unbesetzt,
und der Mikroblock sei mit vollbesetztem Valenz-
band und freiem Leitungsband in seinem Grundzu-
stand. Dann wird im Mikroblock durch Einstrahlung
ein Exziton erzeugt, und das Exziton rekombiniert
an der Storstelle. Durch die Festsetzung der perio-
dischen Wiederholung des Mikroblocks und des in
ihm ablaufenden Geschehens wird ein statistisches
ensemble erzeugt, dessen Mitglieder voneinander un-
abhingig sind. Ein Vorgang ndmlich, bei dem ein
Exziton dissoziieren und einer der Dissoziations-
partner, d. h. ein Elektron oder ein Loch, aus seinem
urspriinglichen Mikroblock herausdiffundieren und
in einem andern Mikroblock mit dem dort vorhan-
denen Exziton in Konkurrenz treten wiirde, wiirde
der Periodizititsannahme widersprechen. Deshalb
mul} jedes Exziton in seinem Mikroblock bleiben,
und es ist stets ein Elektron und ein Defektelektron
gleichzeitig vorhanden. Fiir das Elektron steht daher
immer ein zugehoriges Defektelektron zur Rekom-
bination zur Verfiigung. Dies muf} auf einen mono-
molekularen Prozel} fiihren.

Der Charakter des monomolekularen Prozesses
geht jedoch sofort verloren, wenn man in einem
Mikroblock mehrere Storstellen einbaut. Das zu-
nichst erzeugte Exziton kann dann dissoziieren, und
die beiden befreiten Partner konnen sich an verschie-
denen Storzentren anlagern. Zum Beispiel kann das
Defektelektron von einem Aktivator verschluckt wer-
den. Dem Elektron steht dann zu einer strahlungs-
losen Rekombination in den Grundzustand kein De-
fektelektron als Reaktionspartner zur Verfiigung,
und der Ubergang ist verboten. Dies ist ein typisch
bimolekularer Fall. In derselben Weise wird der
Prozel bimolekular, wenn nicht nur ein Exziton,
sondern mehrere Exzitonen in einem mit mehreren
Storstellen besetzten Mikroblock erzeugt werden. In
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allen Fillen werden die Reaktionen bimolekular.
Mathematisch beginnt der Unterschied der mono-
molekularen und der bimolekularen Prozesse in der
Reduktion der Mehrelektroneniibergangsmatrixele-
mente auf Einelektronenmatrizen. Sie ist bei kom-
plizierteren Verhiltnissen mit mehreren Storstellen
und mehreren Exzitonen nicht mehr durchfiihrbar.
Man erkennt somit, daf} es zur allgemeinsten Dar-
stellung der Reaktionsgleichungen notwendig ist, in
der mikroskopischen Theorie von einem mit mehre-
ren Storstellen besetzten Mikroblock auszugehen. Am
prinzipiellen mathematischen Vorgehen dndert sich
dabei nichts. Die Entwicklung der Reaktionskinetik
des Mehrzentrenmodells aus ersten Prinzipien ver-
lduft in analogen Bahnen zum Einzentrenmodell.

§ 54. F-Zentren und Loschzentren

Es bleibt noch eine kurze Bemerkung iber die
Funktion von Liicken als Loschzentren. Tab. 1 und 2
zeigen, dall die Rekombination eines Exzitons in
NaCl und KCI zwar mit mikroskopischen MaBstidben
gemessen nicht gerade wahrscheinlich ist, aber im-
merhin selbst in ungiinstigen Féllen nur mehrere
Sekunden auf sich warten ldft. In Abwesenheit
von weiteren mikroskopischen Konkurrenzprozessen
wiirde also die strahlungslose Rekombination schlieB3-
lich doch erfolgen und das Elektron seinen Grund-
zustand erreichen. Da im NaCl- und KCl-Kristall
die Liicken unter dem Modellnamen des F-Zentrums
bekannt sind, miiite man also eine Instabilitat des
F-Zentrums erwarten. Dem ist jedoch nicht so, wenn
man die Frage des Einbaus von Liicken erortert. Im
Fall eines Loschzentrums namlich muf} man sich vor-
stellen, dafl zur Ladungskompensation an einem
andern Ort im Kristall ein Fremdion eingebaut ist.
Die unbesetzte Liicke und das Fremdion zusammen
ergeben dann die Neutralitdt des Kristalls. Bei der
Anregung des Grundzustandes entsteht ein Exziton,
und wenn das Elektron im Loschzentrum eingefan-
gen ist, wartet bereits ein Defektelektron auf die
Rekombination.

Anders bei den F-Zentren. Ihr Einbau wird so
vollzogen, dafl die Ladungskompensation der Liicke
von einem Elektron iibernommen wird, welches sich
sogleich in der Liicke anlagert. Der Grundzustand
des Kiristalls enthélt dann bei vollstindig besetztem
Valenzband und freiem Leitungsband nicht ein
Fremdion und eine leere Liicke, sondern eine Liicke.
die mit einem Elektron besetzt ist. Bei einer An-
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regung des Kristalls, d. h. der Bildung eines Exzi-
tons, findet dieses bereits eine besetzte Liicke vor
und kann méglicherweise iiber die Bildung eines F'-
Zentrums strahlungslos rekombinieren. Das Elektron
in der Liicke bleibt aber davon unberiihrt, da ihm
der Rekombinationspartner im Valenzband fehlt.
Das F-Zentrum wird also nicht zerstort.

Die Frage, ob eine Liicke ein stabiles F-Zentrum
oder ein strahlungslose Rekombination begiinstigen-
des Loschzentrum bildet, ist also eine Frage nach
der Art der Storstellenerzeugung und liefert je nach
der Methode der Neutralisation des Gesamtkristalls
die verschiedenartigen Funktionen als F- oder Losch-
zentrum.

Anhang

Es folgt hier die Ableitung der Quantenzahlendar-
stellung (I), (II) aus den Gln. VI, (23), (24) und (25).
Wir greifen dazu nur eine Gleichungsgruppe heraus,
namlich

d
dt PnLlL = WnLILnLIL PnLlL + l IVnLlLrtsls I)nslS .
(1)

Die Ableitungen verlaufen bei den iibrigen Gleichungs-
gruppen ganz analog.

Fiir die in (1) auftretenden Ubergangswahrscheinlich-
keiten erhalten wir nach VI, (22), (17)
Wnritngis=F (X) g(2 o, —y,) (2)

und Wnitag = — 3 f(X) g (0, 5—y,) (3)
T8

mit X=A4z—-B+1L, (4)
Zufolge der Produktzerlegung VI, (10) zerfallt die Be-
setzungswahrscheinlichkeit in

P = pu; pii (5)

mit N Py = IZ pn=1. (6)

i
Wir erinnern noch an die mittlere Elektronenbesetzungs-
zahl
L= 2 ML Ppyit = > N1, Puy, O DI - (7)
nLlL nL [
Da die Summe nur iiber n;, =0, 1 verlduft, wird daraus
zusammen mit (6)

L= Pny (8)
und analog fiir die anderen Werte n1s, nv . Weiter wird
aLll= Y1 Py = > pu, X pr. (9)

nL nL 23

Man vergleiche diese Mittelwertsbhildungen mit I, § 5!
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Summation von (1) iiber ny [ wobei ni, nur den Wert 0 und 1 annehmen kann, liefert mit (2), (3)

= = I €0 B —y) Puti+ N F(X) g(20, 15— 3) Posis. (10)
Setzt man [5 =y, + & bzw. [" =y, + &, so wird mit
Yr=r+Et2(x )" und yo—z+5—2(z )" (11, 12)
die GL. (10) zu
(;11 L= — %j[/‘f —2(xY)'""~&] g(0, &) Ppiv + I_:_;F[A+2 2—2(z5)"+£] g(20,8) Pagis , (13)

wenn man die Summation auf & umschreibt und (4) einsetzt. Unter Verwendung der Produktzerlegung von
Pyt bzw. Pugis folgt weiter

== SHA-2G1Y £ g(0, ) it S FIA+22-2(1%)"+8] g(20,8) As. (14)

wenn man die Mittelung iiber /" bzw. [> ausgefiihrt denkt. Mit der Definition VI, (26) wird (8) zu

g L= LA 2Tl ]+ P A4 222 (1) s (15)
oder endgiiltig die erste Gleichung des Systems (I).

Nun zum System (II)! Wir gehen wieder von (1) aus. Mit (2) und (3) wird bei Multiplikation mit [/~ und
Summation iiber /' aus der Gleichungsgruppe (1)

4 GLIY) = — Y F(X) g(0,5—y,) I Pugi + Y F(X) g(2 0, I —yy) 1L Pugis (16)
dt TS In7s

und mit der Produktzerlegung von Fnyit bzw. Pagis sowie Einfithrung der & wie oben, entsteht bei Mittelung
Il = — X421 -5 It g(0,8) aw+ amn

+ X F[A+22 -2 I3+ &) (@ +15 -2 189"+ &) s g2 0, )

S

und weiter

d

g A =FIA=2GIMN AL + F A+22 -2 1) ¥ [x + 13 =2 1) "] As (18)

wenn man nidherungsweise

D F[A+22-2@1S)" & [+ +15-2(215)"+£]1 (20, 8) (19)
~AYNF[A+22-2 D)+ & [x+15-2 )] g2 0, &)

s

setzt.
Die Differentiation der rechten Seite von (18) muf an 7y, und [* erfolgen. Setzt man fiir a1, die Gl (15)
ein, so reduziert sich (18) auf

AL :; IL=F*"[4+2z-2(=15)"] fis[z+15—2(x15)":—1"] . (20)
Dies ist aber die erste Schallquantenzahlengleichung der Gruppe (II), wenn man noch mit dem Glied —1/7y 1" 7L
die Dissipation der angeregten Gitterschwingung ins Grundgitter beriicksichtigt.
Analog geht man bei den anderen Gleichungen vor.

Herr Prof. Dr. Braver bemiihte sich trotz starker Allen Herren danke ich fiir ihre Hilfe auf das herz-
Arbeitsiiberlastung um die Angaben iiber Stoffkonstan- lichste.
ten, Herr Prof. Dr. Kure ermiglichte die Durchrech-
nung der Endformel im Stuttgarter Recheninstitut, Herr
Dipl.-Phys. Geicer programmierte und iiberwachte die Ebenso danke ich der Deutschen Forschungs-
Rechnung, und Herr Dipl.-Phys. Wacener kontrollierte gemeinschaft fiir die finanzielle Ermoglichung
und korrigierte einige der Formeln. der Arbeiten I—VIL.



